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Justifique todas sus respuestas

Pregunta 1. Calcule los siguientes ĺımites y en caso que alguno no exista explique por qué no.

(a) (5 puntos) ĺım
x→2

x2 − |x− 2| − 4

|x− 2|

(b) (4 puntos) ĺım
x→0

tan(5x)

tan(3x)

(c) (5 puntos) ĺım
x→−∞

√
9x2 + 2

4x + 3

Pregunta 2. (10 puntos) Sean a, b ∈ R dos constantes. Sea

f(x) =


1−x2

x+1
si x < −1

ax + b si − 1 ≤ x ≤ 0

1− cos2(x)− x2 si x > 0

Encuentre los valores de las constantes a y b para los cuales f es continua en x = −1 y x = 0.

Pregunta 3. Sea f(x) = x − [x] en donde [·] representa la función parte entera. Es decir, [x]
representa el mayor número entero menor o igual a x.

(a) (2 puntos) Grafique la función f .

(b) (2 puntos) Calcule para a ∈ Z, ĺım
x→a+

f(x) y ĺım
x→a−

f(x). Justifique su respuesta.

(c) (1 puntos) Encuentre todos los valores de a ∈ R para los cuales ĺımx→a f(x) existe.

Pregunta 4. (6 puntos) Demuestre que la ecuación x tan(x) = 1− x tiene al menos una solución
en los números reales.



Soluciones

1) (a) Por un lado,

ĺım
x→2+

x2 − |x− 2| − 4

|x− 2|
= ĺım

x→2+

x2 − (x− 2)− 4

(x− 2)
= ĺım

x→2+

x2 − x− 2

(x− 2)

= ĺım
x→2+

(x− 2)(x + 1)

(x− 2)
= ĺım

x→2+
(x + 1) = 3

Por otro lado,

ĺım
x→2−

x2 − |x− 2| − 4

|x− 2|
= ĺım

x→2−

x2 − (2− x)− 4

(2− x)
= ĺım

x→2−

x2 + x− 6

(2− x)

= ĺım
x→2−

(x− 2)(x + 3)

(2− x)
= ĺım

x→2−

(x− 2)(x + 3)

−(x− 2)

= − ĺım
x→2−

(x + 3) = −5

Por lo tanto, ĺımx→2
x2−|x−2|−4

|x−2| no existe pues los ĺımites laterales son diferentes.

(b) Sea L = ĺımx→0
tan(5x)
tan(3x)

L = ĺım
x→0

sen(5x)
cos(5x)

sen(3x)
cos(3x)

=
sen(5x)

sen(3x)

cos(3x)

cos(5x)
= ĺım

x→0

sen(5x)

sen(3x)
ĺım
x→0

cos(3x)

cos(5x)

= ĺım
x→0

sen(5x)
5·3x

sen(3x)
5·3x

=
1
3
ĺımx→0

sen(5x)
5x

1
5
ĺımx→0

sen(3x)
3x

=
5

3
.

(c) ĺım
x→−∞

√
9x2 + 2

4x + 3
= ĺım

x→−∞

1
x

√
9x2 + 2

1
x
(4x + 3)

=
ĺımx→−∞

−1
|x|

√
9x2 + 2

1
x
(4x + 3)

= ĺım
x→−∞

−
√

1
x2

√
9x2 + 2

1
x
(4x + 3)

=

ĺım
x→−∞

−
√

9x2

x2 + 2
x2

4x
x

+ 3
x

= ĺım
x→−∞

−
√

9 + 2
x2

4 + 3
x

=
−

vuut ĺım
x→−∞

(9 +
2

x2
)

ĺım
x→−∞

(4 +
3

x
)

= −
√

9+0
4

= −
√

9
4

= −3
4

2) Tenemos que elegir a y b para que f sea continua en x = −1 y x = 0. Queremos que f(c) =
ĺımx→c f(x) para estos dos puntos. Trabajamos primero con x = −1. Tenemos que

ĺım
x→−1−

f(x) = ĺım
x→−1−

1− x2

x + 1
= ĺım

x→−1−

(1− x)(1 + x)

x + 1
= ĺım

x→−1−
(1− x) = 2,

ĺım
x→−1+

f(x) = ĺım
x→−1+

ax + b = −a + b

y f(−1) = −a + b, tenemos por lo tanto que

−a + b = 2. (1)
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Ahora trabajamos con x = 0, tenemos que f(0) = b,

ĺım
x→0−

f(x) = ĺım
x→0−

ax + b = −a + b = b,

y
ĺım

x→0+
f(x) = ĺım

x→0+
1− cos2(x)− x2 = 1− cos2(0)− 02 = 0

Por lo tanto b = 0, sustituyendo esto en la ecuación (1) obtenemos que a = −2.

3) (a) Grafica de f

(b) Tenemos que
ĺım

x→a+
f(x) = ĺım

x→a+
(x− [x]) = ĺım

x→a+
(x− a) = 0

ĺım
x→a−

f(x) = ĺım
x→a−

(x− [x]) = ĺım
x→a−

(x− (a− 1)) = 1

(c) Como vimos en la parte anterior, ĺımx→a f(x) no existe cuando a ∈ Z en vista que los
ĺımites laterales son diferentes. Si tomamos a ∈ R \ Z, entonces:

ĺım
x→a

f(x) = ĺım
x→a

(x− [x]) = a− [a].

4) La ecuación
x tan(x) = 1− x

es equivalente a

x tan(x)− 1 + x = 0. (2)
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Definimos f(x) = x tan(x)− 1 + x. Evaluamos f en x = 0 y x = π
4
. Entonces

f(0) = 0 tan(0)− 1 + 0 = −1 < 0 <
π

2
− 1 =

π

4
tan(

π

4
) +

π

4
− 1 = f(

π

4
)

Si verificamos que f es continua en el intervalo [0, π
4
], entonces por el teorema del valor inter-

medio tendŕıamos que existe c ∈ [0, π
4
] tal que f(c) = 0 y tal c es una solución de la ecuación

(2).

La función f es la suma de f1(x) = x tan(x) y f2(x) = x − 1. Basta ver entonces que f1 y f2

son continuas en [0, π
4
]. La función f2(x) = x− 1 es polinómica y por lo tanto continua en R y

en particular continua en [0, π
4
]. La función f1(x) = x tan(x) es el producto de f3(x) = x, que

es continua en [0, π
4
] por ser una función polinómica, y f4(x) = tan(x), que es continua en su

dominio, como el intervalo [0, π
4
] es un subconjunto del dominio de la tangente, tenemos que f4

es continua alli. Esto termina la prueba.

4


